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ВСТУП

Зубчасті механізми широко застосовуються в сучасних машинах і прила-
дах. Тому фахівці – механіки повинні вміти грамотно проектувати та аналізува-
ти такі механізми. Відповідно до навчальної програми курсу теорії механізмів і
машин, курсовий проект з ТММ одним з обов'язкових розділів має проектуван-
ня та дослідження зубчастого редуктора, який складається з планетарного ме-
ханізму і зубчастої передачі з нерухомими осями.

Проектування планетарного механізму – це добір чисел зубів коліс за
трьома умовами та заданому передатному відношенню. Ця задача має багатова-
ріантне рішення.

У поданому посібнику приведені алгоритми добору чисел зубів для трьох
різних схем планетарних механізмів та програми розв'язання цієї задачі з конт-
рольними прикладами. Приведене також приклад кінематичного дослідження
планетарного механізму графічним методом.

Послідовність виконання цього розділу курсового проекту така. За завдан-
ням на курсовий проект, яке видається викладачем, студент обирає свою схему
планетарного механізму та вихідні дані.

За алгоритмом, приведеним у цьому посібнику, з використанням програми
виконується добір чисел зубів коліс для своєї схеми. Далі будується кінематич-
на схема зубчастого редуктора та діаграми лінійних і кутових швидкостей.

Розв'язання задачі добору чисел зубів коліс студент описує у пояснюваль-
ний записці [1]. Графічний метод кінематичного дослідження зубчастого реду-
ктора виконується на креслярському папері поруч з евольвентним зубчастим
зачепленням [2].



6

1 ПРОЕКТУВАННЯ ПЛАНЕТАРНИХ МЕХАНІЗМІВ
З ЦИЛІНДРИЧНИМИ КОЛЕСАМИ

Мета проектування планетарної передачі – добір чисел зубів коліс по зада-
ному передатному відношенню.

Відомо, що числа зубів коліс планетарного механізму при постановці декі-
лькох сателітів повинні задовольняти трьом умовам: умові співвісності, умові
сусідства й умові складання.

Задача добору чисел зубів коліс по цим трьом умовам і заданому передат-
ному відношенню має різноманітне рішення. З отриманого набору варіантів чи-
сел зубів вибирається оптимальний по будь-якiй додатковій умові (наприклад,
вимозі одержання мінімальних габаритів механізму).

Добір чисел зубів коліс роздивимося для трьох схем планетарних механіз-
мів. Вихідними даними є: ω1 – кутова швидкість центрального колеса 1, ωн –
кутова швидкість водила Н, k – число сателітів. Модулі всіх коліс приймаємо
однаковими. Найбільше число зубів не повинно перевищувати Zmax = 150 (для
колеса з внутрішніми зубами), найменше число зубів Zmin = 16 – з умови непід-
різания (колеса нульові).

1.1 ОДНОРЯДНИЙ ПЛАНЕТАРНИЙ МЕХАНІЗМ

Алгоритм добору чисел зубів коліс Z1, Z2 і
Z3 (рисунок 1) такий.

Використовуючи засіб Вілліса, виражаємо
U1–H через числа зубів коліс:

1

3)(
311 11

Z
Z

UU H
H +=−= −− ,  відкіля

γ
ω
ω =−=−= − 11 1

1
1

3

H
HUZ

Z .

Отримане число γ заміняємо рядом простих
дробів із знаменниками 16, 17, 18, ... . Чисельник
кожного дробу одержуємо, перемноживши при-
йнятий знаменник на γ і відкинувши дробну ча-

стину [ ]
16
16 γ⋅ , [ ]

17
17 γ⋅ , [ ]

18
18 γ⋅ , ... .

Розглядаємо дріб із найменшим знаменни-
ком. Прийнявши Z1 рівним знаменнику, а Z3 рі-
вним чисельнику, визначаємо Z2 з умови співві-
сності:

Z3 = Z1 + 2.Z2,   відкіля   2
13

2
ZZ

Z
−= .

3

2

1

H

Рисунок 1 – Кінематична
схема однорядного

планетарного механізму
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Якщо Z2 одержимо не ціле, то чисельник збільшуємо на 1 і знову визнача-
ємо Z2.

Перевіряємо передатне відношення, завдавшись припустимою його відно-
сною похибкою Δ.

Для цього обчисляємо 
1

3
1 1'

Z
ZU H +=−  і порівнюємо його з заданим

H
HU

ω
ω1

1 =− :

∆≤
−

−

−−

H

HH

U
UU

1

11 '
.

Якщо нерівність виконується, те перевіряємо умову складання:
EkUZ H ⋅=⋅ −11 ,

Ek
Z
ZZ ⋅=





+⋅

1

3
1 1 ,

тобто E
k

ZZ =+ 31 ,

де k – число сателітів,
 Е – будь-яке ціле число.

Для кожного варіанта чисел зубів перевіряється можливість установки на
водилі 3, 4 і 2 сателітів.

Далі знаменник дробу збільшуємо на 1 (переходимо до дослідження на-
ступного дробу) і весь розрахунок повторюється. У такий спосіб можна пере-
брати множину дробів і одержати набір варіантів Z1, Z2 і Z3 і відповідних їм
значень "k".

В зв’язку з тим, що з ростом знаменника росте і чисельник (ростуть габа-
рити механізму), то при проектуванні механізму доцільним вважаємо діапазон
знаменників від 16 до 28.

У таблиці 1 наведена програма добору чисел зубів коліс, складена за пода-
ним алгоритмом.

Порядок роботи з програмою:
1. Вмикання режиму програмування: В/О   F   ПРГ.
2. Запровадження програми (таблиця 1). Кожний рядок містить 10 команд,

тому після набору кожного рядка на індикаторі справа повинна висвітитися ад-
реса команди: 10, потім 20, 30, 40 і т.д. Остання адреса програми – 96 (висвіт-
люється 97).
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Таблиця 1 – Програма 1 добору чисел зубів коліс однорядного
планетарного механізму на ПМК БЗ-34, МК-61 (рисунок 1)

Адреса
команди 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

00 ПП 77 ИП0 x ПП 87 П3 ИП1 – 2
10 ÷ П2 ПП 91 FX≠ 0 21 ИП3 1 + БП
20 06 ИП0 1 + ПВ ИП3 ИП1 ÷ 1 +
30 ИПВ – ИПВ ÷ FX2 F ИПС – FX<0 00
40 ИП1 С/П ИП2 С/П ИП3 С/П ИП3 ИП1 + 3
50 ÷ ПП 91 FX≠ 0 69 ИП3 ИП1 + 4 ÷
60 ПП 91 FX=0 74 4 ↑ С/П БП 00 3
70 ↑ С/П БП 55 2 ↑ С/П КИП6 ИП6 ИП5
80 – FX=0 84 ÷ ИП6 П1 В/О ПА КИПА ИПА
90 В/О ПВ ПП 87 ИПВ – В/О

3. Запровадження вихідних даних до програми 1: F  ABT, таблиця 2.

Таблиця 2
Ввідний
параметр

16
(Z1min)

28
(Z1max)

0,025
(похибка ∆ ) γ

Клавіша П6 П5 ПС ПО

4. Пуск програми: В/О   С/П.
Після виконання програми на індикаторі з'являється перше значення Z1.

Далі при наступних натисканнях С/П одержуємо Z2, Z3 і k (одне або два). Пода-
льші натискання клавіші С/П дозволяють одержати наступний варіант значень
Z1, Z2, Z3 і т.д. Коли Z1 перевищить Z1max, на індикаторі висвітлюється "ЕГГОГ".

Для запису результатів обчислень доцільно скласти таблицю, (див. табли-
цю 3).

Обравши з отриманої таблиці оптимальний варіант, необхідно перевірити
виконання умови сусідства:

( ) 2180sin 221 +>⋅+ ZZZ k

ο
.

Контрольний приклад: γ = 3,32.
Результати контрольного обчислення за програмою 1 наведені у таблиці 3:

Таблиця 3
Z1 Z2 Z3 k
17 20 57 2
18 21 60 3; 2
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1.2 ДВОРЯДНИЙ ПЛАНЕТАРНИЙ МЕХАНІЗМ

Алгоритм добору чисел зубів коліс Z1, Z2, Z3 і Z4 з числом сателітів k = 3
такий.

Для даної схеми механізму (рисунок 2) згідно засобу Вілліса:

31

42)(
411 11

ZZ
ZZ

UU H
H ⋅

⋅+=−= −− ,

 звідки  γ
ω
ω =−=−=

⋅
⋅

− 11 1
1

31

42

H
HUZZ

ZZ .

Отримане число γ заміняємо рядом
простих дробів із знаменниками 17, 18,
19, ... . Чисельник кожного дробу одержу-
ємо, перемноживши прийнятий знамен-
ник на γ і відкинувши дробну частину
[ ]
17
17 γ⋅ , [ ]

18
18 γ⋅ , [ ]

19
19 γ⋅ , ... .

Роздивимося дріб із найменшим зна-
менником. Чисельник розбиваємо на два
співмножники, один із яких

3

4

Z
Zn = приймаємо з конструктивних ро-

зумінь рівним 3, 4 або 5. Другий співмно-
жник, округлений до цілого числа, вважа-
ємо рівним Z2.

З умови співвісності визначаємо Z3:
Z1 + Z2 = Z4 – Z3,   Z1 + Z2 = n⋅Z3 – Z3,

звідки  
1

21
3 −

+=
n

ZZ
Z .

Якщо Z3 одержимо цілим, то визначаємо Z4 = n⋅Z3. Якщо Z3 не ціле, то
умова співвісності не дотримується. Тоді приймаємо для розрахунку інший ва-
ріант розбивки чисельника на співмножники (інше число "n") і розглядаємо та-
кий дріб.

Перевіримо умову складання:
EkUZ H ⋅=⋅ −11 ,

Ek
ZZ
ZZ

Z ⋅=





⋅
⋅+⋅

31

42
1 1 ,

звідки E
kZ

ZZZZ =
⋅

⋅+⋅

3

4231 ,

де k = 3 – прийняте число сателітів;
 Е – будь-яке ціле число.

1

H

42

3

Рисунок 2 – Кінематична
схема дворядного

планетарного механізму
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Визначаємо фактичне передатне відношення 
31

42'
1 1

ZZ
ZZ

U H ⋅
⋅+=−  і порівню-

ємо його з заданим 11
1 +==− γ

ω
ω
н

HU , та визначаємо відносну похибку:

∆≤
−

−

−−

H

HH

U
UU

1

11 '
.

При виконанні всіх умов, приведених вище, числа зубів Z1, Z2, Z3 і Z4 по-
слідовно видаються на індикатор.

Далі знаменник дробу збільшуємо на 1 (переходимо до дослідження на-
ступного дробу) і весь розрахунок повторюється. У такий спосіб можна одер-
жати набір варіантів чисел зубів Z1, Z2, Z3 і Z4, розглянувши деякий раціональ-
ний із погляду габаритів механізму діапазон знаменників, наприклад від 16 до
28.

Порядок роботи з програмою:
1. Вмикання режиму програмування: В/О   F   ПРГ.
2. Запровадження програми (таблиця 4). Кожний рядок містить 10 команд,

тому після набору кожного рядка на індикаторі справа повинна висвітитися ад-
реса команди: 10, потім 20, 30, 40 і т.д. Остання адреса програми – 95 (висвіт-
люється 96).

Таблиця 4 – Програма 2 добору чисел зубів коліс дворядного
планетарного механізму на ПМК Б3-34 або МK-61 (рисунок 2) при k = 3

Адреса
команди 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

00 ПП 56 ИП5 ИП2 + ИП6 1 – ÷ ПП
10 87 П3 ИП6 х П4 ИП2 х ИП5 ИП3 х
20 + ИП3 ÷ 3 ÷ ПП 87 ИП2 ИП4 х
30 ИП3 ÷ ИП5 ÷ ИП0 – ИП0 1 + ÷
40 FX2 F ИПА – FX<0 00 ИП5 С/П ИП2 С/П
50 ИП3 С/П ИП4 С/П БП 00 ИП6 5 – FX≥ 0
60 79 3 П6 КИП5 ИП5 ИПВ – FX=0 70 ÷
70 ИП0 ИП5 х ИП6 ÷ ПП 83 П2 В/О КИП6
80 ИП6 БП 70 ПС КИПС ИПС В/О ПД ПП 83
90 ИПД – FX=0 00 ИПД В/О

3. Запровадження вихідних даних до програми 2: F  ABT, таблиця 5.
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Таблиця 5
Увідний
параметр

 16
(Z1min)

 28
(Z1max)

 0,025
(похибка ∆) γ 2

 Клавіша  П5  ПВ  ПА  ПО  П6

4. Пуск програми: В/О   С/П.
Після виконання програми на індикаторі з'являється перше значення Z1.

Далі при наступних натисканнях С/П одержуємо Z2, Z3 і Z4. Чотири такі натис-
кання клавіші С/П дозволяють одержати варіант значень Z1, Z2, Z3, Z 4 і т.д. Ко-
ли Z1 перевищить Z1max, на індикаторі висвітлюється "ЕГГОГ".

Для запису результатів обчислень доцільно скласти таблицю (див. табли-
цю 6).

Обравши з отриманої таблиці оптимальний варіант, необхідно перевірити
виконання умови сусідства:

( ) 2180sin 221 +>⋅+ ZZZ k

ο
.

Контрольний приклад: γ = 7,03.
Результати контрольного обчислення за програмою 2 наведено у таблиці 6.

Таблиця 6
Z1  Z2  Z3  Z4
 18  42  30  90
 21  49  35  105

1.3 ПЛАНЕТАРНИЙ МЕХАНІЗМ
З ДВОМА ЗОВНІШНІМИ ЗАЧЕПЛЕННЯМИ

Роздивимося добір чисел зубів коліс планетарного механізму, який подано
на рисунку 3 (передача типу Давида). Роздивимося випадок, коли U1–Н <1.

Алгоритм добору чисел зубів коліс Z1, Z2, Z3 і Z4 такий. Використовуючи
засіб Вілліса, одержимо передатне відношення U1–Н через шукані числа зубів:

31

42)(
411 11

ZZ
ZZ

UU H
H ⋅

⋅−=−= −− ,   звідки  γ
ω
ω =−=−=

⋅
⋅

−
H

HUZZ
ZZ 1

1
31

42 11 ,    γ <1.

Отримане число γ заміняємо рядом дробів із знаменниками 16, 17, 18, ... .
Чисельник кожного дробу одержуємо, примноживши прийнятий знаменник на

γ і відкинувши дробну частину: [ ]
16
16 γ⋅ , [ ]

17
17 γ⋅ , [ ]

18
18 γ⋅ , … .

 Розглядаємо дріб із найменшим знаменником. Приймаємо Z2, рівним чи-

сельнику, а Z1 – знаменнику, 1
3

4 =
Z
Z , тобто Z4 = Z3. Визначаємо Z3 і Z4 з умови



12

співвісності: осі центральних коліс повинні збігатися із віссю водила, тобто

Z1 + Z2 = Z3 + Z4. В зв'язку з тим що Z4 = Z3,  то Z1 + Z2 = 2⋅Z3, ZZ
ZZ

4
21

3 2
=+= .

Якщо Z3 одержали не ціле, то до
чисельника дробу додаємо 1 і повторю-
ємо розрахунок Z3. Перевіряємо задане
передатне відношення, задавшись при-
пустимою його відносною похибкою ∆.
Для цього визначаємо передатне відно-
шення нU −′1 , що відповідає прийнятим
числам зубів, і порівнюємо його з зада-

ним  
н

HU ω
ω1

1 =− :

 
31

42'
1 1

ZZ
ZZ

U H ⋅
⋅−=− ,

∆≤
−

−

−−

H

HH

U
UU

1

11 '
.

Якщо нерівність виконується, те перевіряємо умову складання:

EkUZ H ⋅=⋅ −11 ,     Ek
ZZ
ZZ

Z ⋅=





⋅
⋅−⋅

31

42
1 1 ,

оскільки Z4 = Z3, то одержуємо E
k

ZZ =− 21 ,

де k – число сателітів;
 Е – будь-яке ціле число.

Для кожного варіанта чисел зубів перевіряється умова складання 3-х зна-
чень "k": 3, 4 і 2, і числа сателітів, що задовольняють цій умові, видаються на
індикатор після відповідних Z1, Z2, Z3 і Z4.

Далі знаменник дробу збільшуємо на 1 (переходимо до дослідження на-
ступного дробу), і весь розрахунок повторюється. У такий спосіб можна пере-
брати множину дробів і одержати набір варіантів Z1, Z2, Z3, Z4 і k, розглянувши
деякий раціональний із погляду габаритів механізму діапазон знаменників, на-
приклад від 16 до 30.

Порядок роботи з програмою:
1. Вмикання режиму програмування: В/О   F   ПРГ.
2. Запровадження програми (таблиця 7). Кожний рядок містить 10 команд,

тому після набору кожного рядка на індикаторі справа повинна висвітитися ад-
реса команди: 10, потім 20, 30, 40 і т.д. Остання адреса програми – 98 (висвіт-
люється 99).

2

1

H

3

4

Рисунок 3 – Кінематична схема
планетарного механізму з двома
зовнішніми зачепленнями
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Таблиця 7 – Програма 3 добору чисел зубів коліс планетарної передачі
типу Давида (U1–H <1) на ПМК Б3-34 або МК-61 (рисунок 3)

Адреса
команди 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

00 ↑ С/П ÷ П3 1 – /–/ ПО КИП4 ИП4
10 ПА ИПО х ПВ КИПВ ИПВ ИПА + 2 ÷
20 ПС ПП 93 FX≠0 31 ИПВ 1 + ПВ БП
30 16 ИПВ ИПА ÷÷÷÷ 1 – /–/ ИП3 – FX2

40 F ИП3 ÷÷÷÷ ИП2 – /–/ FX≥0 87 ИПА С/П
50 ИПВ С/П ИПС С/П ИПС С/П ИПА ИПВ – 3
60 ÷ ПП 93 FX≠0 79 ИПА ИПВ – 4 ÷
70 ПП 93 FX=0 84 4 ↑ С/П БП 87 3
80 ↑ С/П БП 65 2 ↑ С/П ИП4 ИП1 –

90 ÷ БП 08 П9 КИП9 XY
←

→
ИП9 – В/О

3. Запровадження вихідних даних до програми 3: F  ABT, таблиця 8.

Таблиця 8
Ввідний
параметр

16
(найменший знаменник)

 30
 (найбільший знаменник)

 0,05
 (похибка ∆)

 Клавіша  П4  П1  П2

4. Пуск програми: В/О  ω1  С/П  ωН  С/П.
Після виконання програми на індикаторі перше значення Z1.
Далі після кожного натискання клавіші С/П висвітлюються послiдовно чи-

сла зубів 1-го варіанта і потім – число сателітів k (одне або два значення).
Кожний такий варіант значень Z1, Z2, Z3, Z4 і k одержимо при подальших

натисканнях клавіші С/П. Якщо на індикаторі "ЕГГОГ" – результати вичерпані.
Контрольний приклад: ω1 = 8,4 рад/с, ωН = 41 рад/с.
Значення чисел зубів коліс і кількість сателітів, отримані при контрольно-

му обчисленні за програмою 3, подані у таблиці 9.

Таблиця 9
Z1 Z2 Z3 Z4 k
19 15 17 17 4
20 16 18 18 4
28 22 25 25 3; 2
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Аналізуючи отриману таблицю, обираємо оптимальний варіант із погляду
найменших габаритів механізму з числом сателітів k = 3 і за умови відсутності
підрізання зубів усіх зубчатих коліс.

Якщо обраний варіант із k = 3 або 4, то необхідно перевірити виконання

умови сусідства: ( ) 2180sin 343 +>⋅+ ZZZ k

ο
(при Z3> Z2).

1.4 ПРОГРАМА ДОБОРУ ЧИСЕЛ ЗУБІВ ПЛАНЕТАРНОГО РЕДУКТОРА
ДЛЯ ПЕРСОНАЛЬНОГО КОМП'ЮТЕРА

По алгоритмам, що викладені у підрозділах 1.1 – 1.3, розроблена програма
добору чисел зубів планетарного редуктора для персональних комп'ютерів з
використанням об'єктно-орієнтованої мови програмування Object Pascal –
Delphi 4. Дана програма включена в комплекс програм "Теорія механізмів і ма-
шин", що використовується при виконанні курсового проекту за однойменним
курсом.

Дистрибутив комплексу програм "Теорія механізмів і машин", включаючи
керівництво користувача, розміщено в Інтернет на сервері науково-дослідної
частини кафедри "Основи проектування машин" за адресою:

http://m-lab.donntu.edu.ua/computersystem/.
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2 КІНЕМАТИЧНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ ПЛАНЕТАРНИХ
МЕХАНІЗМІВ ГРАФІЧНИМ МЕТОДОМ

Метод заснований на побудові діаграм лінійних та кутових швидкостей.
Побудова цих діаграм заснована на наступних положеннях теоретичної

механіки:
1. При обертальному русі тіла лінійні швидкості його точок пропорційні

радіусу окружності, яка є траєкторією цієї точки. Тобто закон розподілу швид-
костей точок вздовж радіуса – лінійний;

2. Плоско-паралельний рух тіла можна замінити миттєвим обертальним
рухом навколо миттєвої осі обертання, що проходить через миттєвий центр
швидкостей.

З використанням масштабного коефіцієнта μl зображуємо кінематичну
схему планетарного механізму у двох проекціях, для чого спочатку визначаємо
радіуси початкових окружностей нульових зубчатих коліс за формулою:

IWI Zmr ⋅⋅= 5,0 .
На одній з проекцій зображуємо 3 сателіта (якщо k = 3) – рисунок 4а,б.
На рисунку 4б будуємо діаграму лінійних швидкостей. Для цього обчис-

люємо швидкість точки А:
WIA rV ⋅= 1ω , м/с,

Обравши відрізок (aq1), якій зображує VA, визначаємо масштабний коефі-
цієнт діаграми лінійних швидкостей:

)( 1aq
VA

V =µ , 
мм
см / .

Будуємо лінію 1 – закон розподілу швидкостей точок колеса 1, ураховую-
чи, що швидкість точки О1 дорівнює нулю. За властивостями початкових окру-
жностей зубчатих коліс VA1 = VA2, VB3 = VB4. Але VB4 = 0, тому що колесо 4
нерухоме, отже і  VB3 = 0, тобто точка В – це миттєвий центр швидкостей сате-
літа. Таким чином, лінія 2,3 характеризує закон розподілу швидкостей точок
коліс 2 і 3. Побудувавши цю лінію, проводимо вектор cq2 , який зображує VC2,3.
Оскільки VC2,3 = VCH, а VOH = 0, будуємо лінію Н – закон розподілу швидко-
стей точок водила Н.

Побудову діаграми кутових швидкостей проводимо за такою послідовніс-
тю (рисунок 4в). Накреслив вісь кутових швидкостей ω, обираємо на ній точку
О, від якої перпендикулярно осі ω відкладаємо будь яку відстань h і з точки Р
проводимо до осі ω промені, паралельні лініям розподілу лінійних швидкостей
з рисунка 4б.

Відрізки (0–1), (0–2,3) і (0–Н) зображують кутові швидкості відповідних
ланок за масштабом:

hl

v
⋅

=
µ
µµω , 

мм
срад / .
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Визначаємо кутові швидкості ланок:
;)10(1 ωµω ⋅−=

;)3,20(3,2 ωµω ⋅−=
.)0( ωµω ⋅−= HH

Рекомендовано відстань h обирати так, щоб масштабний коефіцієнт ωµ

був числом, зручним для використання, наприклад 1=ωµ  
мм
срад / .

Рисунок 4 – Схема планетарного механізму i діаграми швидкостей
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